パスサンプリングを使った分子動力学とベイズ推定 by 藤崎 弘士 & Hiroshi Fujisaki
統計数理（2014）






















に，その重み P [x(t)]を x(t)の汎関数として与えるということである．軌道の重みを考えるとい
う概念は歴史が古く，たとえばWiener 過程を考えるときに定義されるWiener 測度がその一例
である．より一般の確率過程に対してはWentzell-Freidlin 作用（Freidlin and Wentzell, 2012;
E, 2011）と呼ばれるものが定義されており，これは物理や化学の分野では Onsager-Machlup





































おり，U(x)はそのポテンシャル関数，ΔU ≡ U(xf )− U(xi) は経路の始点 xi と終点 xf の間の
ポテンシャル差である．この作用を用いることで，経路の重みは
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プリングの問題に関しては，Fujisaki et al., 2013を参照．）その際に上で述べたように拡散定数
が sの関数となるので，これは式 1.1を以下のように拡張しなければならない（Risken, 1989の
3.3.2 節を見よ）．






vi(s) = Dij(s)∂jF(s)− ∂jDji(s)(2.3)
と定義されるドリフト項であり，その中身の F は平均力ポテンシャルに相当する項，Dij は s


















となる．微小時間の遷移に対する重み π(s, ds) の指数部（に detD の寄与も更に含めたもの）は
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微小時間に対する OM作用を拡散定数が一定でない場合に拡張したものと見なすことができ
る．π(s, ds) を尤度関数と見なすと，最適な vi, Dij を求めるためには，π(s, ds)の対数をとっ
て，vi, Dij に関して微分（実際は変分）し，ゼロとすればよい．（その際に，Dij が対称行列であ
ること，ln detD を Dij で微分すると D の逆行列の転置行列が得られるということ，D−1(x)










と同じである．ここでの平均 〈∗〉 は集団座標が左辺の s にある状態でのものであり，拘束付き
の平均である．ここまでは外力なしの自然のダイナミクスを考えている．
そこで，この系を外力 θ(t) で引っ張ってみよう．実験的には，カンチレバ （ーcantilever）や光
ピンセット（optical tweezer）などで分子を引っ張ることに対応する（Hummer and Szabo, 2001）．
この結果として得られるダイナミクスはもちろん天然のものと違うが，外力まで含めた OM作
用の重みを考えると，最適化された vi, Dij として外力のかかっていない自然の状態の推定がで
きるはずである．効率の点からの期待は，バイアスをかけたダイナミクスによるサンプリング
が高速に行われれば，以下の式によって元のダイナミクスの情報を効率よく見積もれるという








−1 +√1 + (〈θ2〉 − 〈θ〉2)(〈ds2〉 − 〈ds〉2)
dt(〈θ2〉 − 〈θ〉2)
となる（Micheletti et al., 2008）．また，ここでのベイズ推定を使った議論は尤度関数（重み）に基
づいているので，これらの推定値の誤差を見積もることもできる．




















Reprinted with permission from Micheletti, C., Bussi, G., and Laio, A.（2008）.










た，Aから遷移状態を越えて Bにいたるパスを遷移パス（transition path, TP）と呼ぶ．その
統計的な性質を調べることが以下では課題となる．
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遷移パスの「道筋」のみに興味があるのであれば，それを求める方法は多数存在する．化学物














ここで peq(x) は平衡状態の分布（つまりボルツマン分布），p(x|TP) は遷移パスの配置空間 xに
おける分布，p(TP) は遷移パスの占める割合（平衡における長時間の軌道を考えて，そのトー
タルな時間に対する遷移パスが費やす時間として定義できる），p(TP|x) は x が遷移パス上に



















である．この場合も遷移状態は p(TP|r) が最大となる r としてよいだろう．
集団座標 r(x) は原理的には x の関数として任意に選べる．しかし，それが反応座標と呼べ




比較的小さなタンパク質の折りたたみに関しては，native contact Q と呼ばれる量がよい 1次




適化された反応座標．Reprinted with permission from Best, R. B. and Hummer,
G.（2005）. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States
of America, 102, 6732. Copyright 2005 National Academy of Sciences, U.S.A.








ここで qij は contact matrix と呼ばれる量で，残基 iと jの間の距離が 12A˚以下であれば 1，そ
れ以外は 0となるようなものである．wij は重みで，
∑




ンダムに 2つ選んで，それらを変更するMonte Carlo（MC）ムーブを考えるが，そのとき wij の
確率としての規格化を満たすようにして変更する（つまり，wij , wkl を wij + Δwij , wkl + Δwkl
と変えるときに，Δwij + Δwkl = 0 となるようにする）．
まず，MCムーブを行う前の初期状態として，一様な wij を考えると，図 3上のような結果
が得られる．p(TP|rW ) のピークはあまり高くなく，r が大きいところで別の分布の山も見られ




理解をすることができる．その結果，rW = 6.5 付近の非折りたたみの状態から，rW = 6.9 付
近で 2つのヘリックスが形成される状態を経て，rW = 7.4 付近の 3つのヘリックスが形成され
る折りたたみ状態に落ち着くことが分かった．
このような計算を行うときは 2通りのやり方がある．まず，理想的な状況として，長時間の
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軌道が大量にある場合を考える．上の場合，rW の計算は簡単なので，図 3のように rW の軌道
から peq(r), p(r|TP) などを計算すればよい．しかし，それほど大量の軌道がない場合は，
p(TP|x) = φA(x)φB(x) + φA(x)φB(x)(2.14)
という関係（Hummer, 2004）を使って，コミッタ （ーcommittor）関数 φA,B(x) から直接 p(TP|x)
を計算する．ここでコミッター関数とは，相空間の一点 x = (q, p) から出発して，A,B どちら
かのベイスンを最初に訪れるかを表す確率である．（この概念に確率が割り振られるためには，




p(TP|r) = 2φA(r)(1− φA(r))(2.15)
が成り立つ．2つのベイスンを考える場合は，コミッター関数の最大値は 1/2 であり，そのと
き状態は遷移状態付近にあると考えることができる．
また，慣習的なパスサンプリングのアルゴリズム（例えば，Chandler らの shooting アルゴリ
ズム）を使うと，MC ムーブをする軌道の断片（ビーズ）が遷移状態付近にないとリジェクトさ





状態を求めるのが難しいために簡単にはいかない．（Best と Hummer は粗視化されたタンパク
質モデルやナノチューブ中の水の集団的な双極子のダイナミクスにこの手法を用いたが，これ
らの場合は遷移状態を見つけるのは比較的簡単である．）この考えをさらに一般化し，現実的な
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Molecular Dynamics Using Path Sampling and Bayesian Inference
Hiroshi Fujisaki
Department of Physics, Nippon Medical School
Recently “path sampling” methods to generate non-equilibrium path ensembles have
been extensively used along with molecular dynamics simulations. These techniques are
closely related to the parameter estimation using the Bayesian estimation in statistics.
Reviewing related works of molecular dynamics simulations, this article explains how the
dynamic parameters and/or reaction coordinates in such a molecular system can be eﬃ-
ciently estimated using both path sampling and Bayesian inference.
Key words: Molecular dynamics, path sampling, Bayesian inference, transition state, transition path,
minimum energy path.
